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Problema 2

PROBLEMA 2

Fissato un parametro reale a, con a # 0, si consideri la funzione f, cosi definita:

2 _
0 = 5

—a
il cui grafico sara indicato con (1,,.

a) Al variare del parametro a, determinare il dominio di f,, studiarne le eventuali discontinuita e
scrivere le equazioni di tutti i suoi asintoti.

Mostrare che, per a # 1, tutti i grafici {1, intersecano il proprio asintoto orizzontale in uno
stesso punto e condividono la stessa retta tangente nell'origine.

Al variare di a < 1, individuare gli intervalli di monotonia della funzione f,. Studiare la
funzione f_,(x) e tracciarne il grafico (1_;.

Determinare I'area della regione limitata compresa tra il grafico (1_,, la retta ad esso tangente
nell'origine e la retta x = /3.
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A

Fissato un parametro a, con a # 0, si consideri la funzione f, cosi definita

$2—CL$

fa(@) = 9

L

— a

il cui grafico sara indicato con €},.

Alvariare del parametro a, determinare il dominio di f,, studiarne le eventuali
discontinuita e scrivere le equazioni di tutti i suoi asintoti

Soluzione

Discussione dei casi notevoli in cui @ fa cambiare il dominio o gli asintoti
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Dominio

e sea < 0alloraz? — a (¢irriducibile) quindi il dominio &€ R

e seq > Oildominioe R \ {#++/a}
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A

Asintoti verticali

Esistono solo sea > 0 esonox = £,/a (zeri del denominatore) e limf fa(z) = 00
T—L/a

Quindi

wgg/afa(x) — [

at —a 0+

aF a\/a_} _ [a(l — $\/6)]

Ricordando che a # 0, si ha che il limite € infinito sse (il caso 4+ non puo essere)

(1+,/a) #0 (mai)
(1-a)#£0 = a=1

Quindiil caso a = 1 va trattato separatamente
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A

Riassumendo vanno trattati separatamente i seguenti casi (dal testo a = 0)

e a<0
e a=1

ea>0ANa#1

Osservazione

%

La funzione f,(z) = 9;2_“”" puo anche essere riscritta come
—a
2 2
r° — ar (z* —a)+a—azx |
fal) = —5—— = > = 1-a—

r —a r“ —a Ir“ —a
e sea > 0 puo essere riscritta fattorizzata come

z(x — a)

(@ — va)(@ + v/a)

fa(z) =
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A

Caso:a < 0
e Dominio: R
e Discontinuita: non ce ne sono

e Asintoti verticali: non ce ne sono

e Asintoti orizzontali (risultato che non dipende da a):

$2 — ar 2132

lim f,(z) = lim ~ lim — =1
r—1+00 r— =100 x2 —Qa T—1+00 332

Quindi la retta y = 1 € un asintoto orizzontale per f,(x)
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A

Caso:a < 0

Esempio di grafici della famiglia
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A

Caso:a =1

e Dominio: R \ {#+1}

e Asintoti orizzontali: comeilcasoa < 0

Osserviamo che (se x # 1) si ha

2 _ AT — 1)

f—l(x) — o | — /K—l)(ib—l—l) — |

Quindi z = 1 e un punto di discontinuita eliminabile (con valore 1/(1 + 1) = 1/2)

mentrein x = —1 la funzione é discontinua @ ha un asintoto verticale infatti
lim f i(z) = o0
T
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A

Caso:a =1

Esempio di grafico (iperbole equilatera)
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A

Casoia >0 A a#1 dovea+a/a#0

e Dominio: R \ {£+/a}

e Asintoti orizzontali: comeilcasoa < 0

Si ha

— OO

z’ — ax [aiwa—] 5 [M}

li =
w—>1|:I\I}c_Li x2 —a Oi/:F 0

Quindi z = +,/a sono due asintoti verticali (dove la funzione e discontinua)
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A

Caso:a>0 A a#1

Esempio di grafici della famiglia

O<axl a>1
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B.1

Mostrare che, per a # 1, tuttii grafici di {2, intersecano il proprio asintoto
orizzontale in uno stesso punto.

Soluzione

Sea # 1(ea # 0) allora

2

_ zl-azr __ ozl 1
{y z2—a =1 amz—a — —a < =0 — z=1

Tutte le funzione f,(x) cona # 1 (e a # 0) passano peril punto (1, 1)
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B.2

Mostrare che, per a # 1, tuttii grafici di {2, condividono la stessa retta tangente
nell’origine.

Soluzione
. . r2—azr z—1
Laderivatadi fo(z) = —— =1—-a——¢
| | (—z + 1)2z + (z? — a)
C,L = — —1)-(—1 -2 1- —
file) = —a((e=1)- (Dt o2 1) = et

22 —2rx +a
(@ —ap

= a

Perz = 0siha f,(0) = 0em = fi(0) = a—- = 1dacuilaretta tangente
y—0=m(z -0 = y==

cherisulta indipendenteda a Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



o |

Al variare dia < 1, individuare gli intervalli di monotonia della funzione f,.

Soluzione

Dobbiamo distiungue i due casi

e <0
e 0<axl

La monotonia dipende dal segno della derivata prima fi(z) = a "”(2_239”;;“ che a suavolta

dipende dal segno dei tre fattori seguenti

* a
e 22 —2x +a

2 2
° (m _ a’) Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



o |

Caso:a < 0

Per i singoli termini della derivata si ha:
* a:sempre negativo
o (2> — a)%: sempre positivo

e 22 — 2¢ + a:da studiare

> —2x+a=0 = <z =1=+/1— a(formuladisecondo grado ridotta)

Sea <0 = 1—a > 0equindiy/1 — a esiste sempre, quindi

—2c+a>0 — {r<l-—y/IT—-a}lU{z>1+,1—a}
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C.1

Caso:a < 0

Quindi, si ha
e £ =1— +/1 — a éunpunto di minimo relativo
(anche assoluto dal momento che si fa asintoticaay = 1)

e £ =1+ +/1 — a éun punto di massimo relativo
(anche assoluto dal momento che si fa asintoticaa y = 1)

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



C.1

Caso:a < 0
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o |

Caso:0<a<1

Per i singoli termini della derivata si ha:
® a:sempre positivo
o (2> — a)%: sempre positivo

e 22 — 2¢ + a:da studiare

> —2x+a=0 = <z =1=+/1— a(formuladisecondo grado ridotta)

Se0<a<l = 1—a > 0equindi+/1 — a esiste sempre, quindi

—2c+a>0 — {r<l-—y/IT—-a}lU{z>1+,1—a}
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C.1

Quindi, si ha

e £ =1— +/I — a éun punto di massimo relativo

e £ =14 /T — a éun punto di minimo relativo

Attenzione: Non abbiamo disegnato i punti di esclusione del dominio che sono £,/a
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o |

Studiamo la posizione di +-4/a rispettoal + /I —acon0 < a < 1

1+vT—a>0
l1-vVI—-a<1l4++41—a

v/a < 1equindinon potra mai essere maggioredil + /I — a

—y/a < 0equindiéminoredil — /1 —a >0

ya>1—-y/1-a =— a>1-14+a—-2/1-a = 2,/1-a>0
sempre verificata, quindi si ha
e Ja>1—4/1T—-a
E quindi

—va < 1—y1l—-a < ,/a <1+,1-a
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C.1
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—a 1*'1*(1- +\/E ]_-|-].—G

lo Venturin (CC BY-NC-ND)



C.2

Studiare la funzione f_1(z) e tracciare il grafico di Q_;.

Soluzione

e Dominio: R

e Intersezione con assey: si ottiene sostituendo z = 0 e si ha (0, 0)

e Intersezione con asse x: si ottiene risolvendo z(x + 1) = 0 cheda (0,0) e (—1,0)

z(z+1)

e |

e Segno: si ottiene risolvendo
e{r < -1} U {z > 0}

> 0i.e. (z* + 1 sempre positivo), z(z + 1) > 0 che
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C.2

2 +z z(z+1)

flz) = xz? +1 ~ 2 + 1

e Asintoti verticali: non ce ne sono
* Asintoti orizzontali: gia calcolatiy = 1

e Essendoa < 0 (gia studiato il caso)

. . ) r2—2z—1
» Derivata prima f';(z) = a (wz_jf _ = — (m2fl)2
= Zeridelladerivataprima: —z> + 2z + 1 =0ie.x =1+ +/2
® minimo: Bvatin = 1 — \/]_ — a|a:_1 =1 — \/§C0n Ymin — 1—2\/§
14++/2

" Massimo: &max = 1 +vI—al,__; = 1+ v/2 0N Ymax = —
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C.2

Da f/,(z) = ‘7‘"( _2_2:1) L si ha (uso la derivata del prodotto)

— (2® =2z —1)-(-2)- (m2i1)3 . 2

I - 1
ie) =~ -2
—(z — 1)(x? +1) + 2z(z? — 2z — 1)
(2 + 1)
> — 3z — 3z + 1
(wz + 1)3
(z 4+ 1)(z* — 4z + 1)
=
(e T 1)

Dove x = —1 e uno zero della derivata prima (polinomio simmetrico dispari)
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C.2
(z+1)(z?—4z+1)

Gli zeri della derivata seconda f”, () = 2 ol SONo

Ca’/‘:—]_

e 72 —4x+1=0 = =243

Per lo studio del segno abbiamo

e x4+ 1>0perxz > —1

. w2—4m+1>0per{x<2—\/§} U {:L'>2+\/§}
Quindi

() >0per{-1<z<2-+3} U {z>2++3}
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C.2

Dominio: R

Assey: (0,0), Assix: (0,0) e (—1,0)
f(z) > 0per{z < -1} U {z > 0}
Asintoti verticali: No

Asintoti orizzontali:y = 1

fli(z) =0perz=1=++/2
MiNimo: zmi, = 1 — /2

mMassimo: Tmax = 1 + /2

f" (z) = 0per{-1,2+ /3}
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D

Determinare l'area della regione limitata compresa tra il grafico di 2_1, la retta ad
esso tangente nell’origine e larettaz = /3

Soluzione
Ricordiamo che ’equazione della retta tangete (gia calcolata) é: y = «

L’area da calcolare e rappresentata in figura
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D

Troviamo il punto di intersezione:

y==
y:

Quindix = 1 el punto cercato

e Per0 < z < 1siha f_1(z) > z (funzione sopra la retta)

e Perz > 1siha f_1(x) < z (funzione sotto la retta)
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D

Calcoliamo una primitiva di

/((w2—|—1)—|—az—1 )

— — x| dx
e |

—/ 1 — o2+ ik dx

B x2 +1

2
/ < dm—/ L dx
e | |
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D

Areapero<z<1 , fi(z)>=x

1 2
A1:/ (a: +w—m)dw
0 $2—|—1
1 1 9 '
= |x — — + < log(z” + 1) — arctanx + C
2 2 0
1 1 7
— Z 1 Zlog(2) — =
dove
o arctanlzg

e arctan(0) =0
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D

Areaperi <z <+3 , fai(z)<z

V3 2
A2=—/ (:1: +x—x)dac
1 $2—|—1

i 1 9
= —|x — — + = log(z” + 1) — arctanx + C

V3
2 2 .

3 i 1 1 T

——(ﬁ—§+log(2)—§—1—1—§—§log(2)—1—z)
1

:—ﬁ+2—§10g(2)+—w

dove

e arctan+/3 = 3

v

e arctanl = "
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D

Area totale

N Ot N =
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