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Equazioni di grado
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Equazioni e disequazioni | polinomia iali
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Obiettivo (corso Analisi Matematica 1)

* Ricerca degli zeri di polinomi
e Legge di annullamento del prodotto peri polinomi

e Teorema delle radici razionali

Teorema del resto / Ruffini
e Teorema fondamentale dell’algebra e sua conseguenza

Prodotti notevoli
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Donazione
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Indice degli esempi

Calcolare gli zeri di

1.P(z) = (2> —2)- (z2 +1) = z* — 22 — 2
2. P(z) = 32 — 22 — 6z + 4

3.P(z) = (z° —2) - (22 —3) = z* — 522 + 6
4.P(z) =2° — 8z + 3

5.P(z) = 2z* — 23 — 522 — 2z

. P(z)
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Ingredienti principali per la ricerca
degli zeri di polinomi

1. Legge di annullamento del prodotto
2. Teorema fondamentale dell’algebra
e fattorizzare tutto in termini di equazioni del l e Il grado
3. Teorema delle radici razionali
e come cercare le radici razionali
4. Teorema del resto / Ruffini
e per lavalutazione di un possibile zero

e riduzione di grado
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1: Legge di annullamento del
prodotto

Sea,bsonoduenumeritalichea-b=0,alloraa=00b=0

Nei polinomi si ha

Se

allora
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Esempio 1

Gli zeri di

sono dati applicando la legge dell’annullamento del prodotto:

e 2 —2—=-0 — ;r;::l:\@
e 2 +1=0 = {0}
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2: Teorema fondamentale dell’algebra
e sua conseguenza

Ogni polinomio di gradon > 1 ammette almeno una radice (o zero) complessa.
Nota: Cosa sono i numeri complessi lo vedremo piu avanti!

Ogni polinomio di gradon > 1 a coefficienti reali si puo scomporre nel prodotto di
fattorirealidilo Il grado

Obiettivo

Fattorizzare tutto in termini di equazioni del | e Il grado per poter applicare la legge di
I; / annullamento del prOdOttO Manolo Venturin
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3: Teorema delle radici razionali

Dato il polinomio P(z) = anz"™ + an_12™ ' +...+ag = 0 a coefficientiin R (interi)

se esiste una radice razionale, essa ¢ della forma p/q dove:

e peéundivisorediag (costante), e

e geundivisoredia, (coefficiente direttore), e

Nota:

e Nessuna informazione su eventuali radici irrazionali o complesse

e Tutte le radici possono essere irrazionali
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Esempio 2 (presenza di radici
razionali)

Le eventuali radici razionali di con

e a3 = 3 condivisori {+1, + 3}

e a9 = 4 condivisori {+1, +2, +4}

sono da ricercare nell’insieme (p/q con p divisore di ag e gdivisore di a,,)

:ﬂ,il,i2,ig,i$ié
3 3 3

Sitrova che z = 2/3 é radice, infatti sostituendo, si ha:

2\ 3 2 2 ) 8 8
3(2) —2(2) —6( 2 4=°"_°2 _444=
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Esempio 3 (nessuna radice razionale)

Il polinomio

con
e a4 = 1condivisori {+1}

* a9 = 6 condivisori {+1, +2, +£3, +6}
non ha radici razionali.

Infatti, le radici di P(z) sono

e 2 —2=0 — x =12

e 2 -3=0 = :c::I:\/g

Le eventuali radici razionali sarebbero da ricercare nell’insieme {+1, +2, +3, +6}
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4: Teorema del resto / Ruffini

Un polinomio P(x) € divisibile per (z — a) sse il resto & nullo e quindi P(a) = 0

Nota:

------

ie. P(a) = 0

e Nota la radice a possiamo fattorizzare il polinomio, e quindi ottenere un polinomio di
grado inferiore su cui ripetere il procedimento
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Esempio 4 (con riduzione di grado)

Le radici razionali di

sono daricercarein
{£+1, +3}
Verifica:

ex=1= 1-8+3=-4

ezx=-1=— —1+8+3=10

ex=3 = 27-24+3=06

er=-3 = -27T+24+3=0 = (z — (—3)) divide P(z)

Manolo Venturin



Esempio 4 (con riduzione di grado)

Con Ruffini si ha

+1 0 -8 |43
—3 -3 +9 |3
+1 -3 +1] 0

dacuiP(z) =2* —8z+3 = (z — (—3)) - (¢ — 3z + 1)

Le radicidiz?2 — 3z + 1 = 0 sono:

+3+,/9—4-T-1 3+.5
1.2 = 2 — 9

0 7
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Esempio 4 (con riduzione di grado)

A titolo di esempio, eseguiamo la divisione tra i due polinomi

e Pl(z) =z — 8z +3e

er—(-3)=xz+3

3 —8x +3 | = +3
—z3 —32° x* —3xr +1
/] —3x* -8z +3
+3z2 49z
// x +3
—r —3
/1]
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Esempi
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Esempio 5

Calcolare gli zeri e la fattorizzazione di

Soluzione

Applicando la legge dell’annullamento del prodotto a
2:134—:133—5:132—2:13::13(2:133—:132—533—2)

sihachexz = 0 éuno zero.
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Esempio 5

Gli zeri razionali di Py (z) = 22° — 2® — 5z — 2 sono daricercarein {£1, £2, + >}
e perr=1 = Pi(1)=2—-1-5—-2=-6

e perzg =-1 = P (-1)=-2-145-2=0 = (z — (—1)) divide P(z)
Dividendo con Ruffini si ha

2 =1 =5 | =%

—1 -2 3 | 2 — 22" —2’—5z—2=(z+1)(22° — 3z —2)
+2 -3 -2 0
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Esempio 5

Gli zeridi 2z? — 3x — 2 = 0 sono

3+,0+16 3+5 { 1
m1,2: = —

4 4

con la fattorizzazione

22° — 3z — 2 = 2(z — 2) (:zz—l—%)

La fattorizzazione di P(x) &

22(z + 1)(z — 2) (:c + %)
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Esempio 6 (con sostituzione di
variabile)

Risolvere (eq. biquadratica)

Soluzione

Posto t = 2? 'equazionediventat? —t — 2 = 0, i.e.

14148 1+3
t12 = \g :T:{Z, — 1}

e Set =2 — :1r32=15|t:2 — T12 = ++/2

® Set:—]_ — w2:t|t:_1 — m:{@}
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Prodotti notevoli

| prodotti notevoli possono essere utili nel fattorizzare le equazioni polinomiali.

e Quadrato perfetto: a? & 2ab + b* = (a £ b)?
gt 222 + 1= (22 —1)?
e Differenza tra quadrati:a® — b* = (a — b)(a + b)
gt 4= (22)? - (2)? = (2? — 2)(2? + 2)
e Somma / differenza tra cubi: a® &= > = (a & b)(a® F ab + b?)
s 3 —1=(z—1)(2>+z+1)
s B+ 1l=(z+1)(z2 -z +1)
e Fattore quadratico irriducibile: a? + b? & irriducibile (non si pud scomporre)
= z* + 1 = 0 non ha soluzioni

= 70 —1=—(2%+1) = —((23)% + (1)?) = 0 non ha soluzioni
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Curiosita

La dimostrazione “piu facile” del teorema fondamentale dell’algebra e basata sull’analisi
complessa con il teorema di Liouville

’analisi complessa € un terzo corso di Matematica

Come si calcolano le radici di un polinomio?

Si trasforma il problema in un problema agli autovalori!
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