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Il principio di induzione
Esercizi #3

Insiemi numerici
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Indice esercizi
(corso Analisi Matematica 1)

Usando il principio di induzione dimostrare che

1.n! > 2" perognin € Nen > 4

" 2 n’
2. k> %
k=1
3.(142)" > 1+nx Vn €N,z € Rex > —1 (disuguaglianza di Bernoulli)

4.

Y

©) € N(con sugg.)

n—1
5. ) kP < Zfll < Z kP conp > 1 (con sugg.)
k=0 k=0

Gli esercizi 4 e 5 sono molto difficili

Manolo Venturin
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Esercizi
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Esercizio 1

Usando il principio di induzione dimostrare che

perognin € Nen >4

Soluzione (passo base)

Pern = 4siha4! > 2% évera perché 24 > 16

Manolo Venturin



0 7

Esercizio 1

Soluzione (passo induttivo)
m+1)!'=Mn+1n! > (n+1)2"
Ora,pern > 4sihan +1 > 2equindi

(n+1)!>(n+1)2" >2.2" = 2"t

Manolo Venturin
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Esercizio 2

Usando il principio di induzione dimostrare che

Soluzione (passo base)

Pern = 1siha

Manolo Venturin
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Esercizio 2

Soluzione (passo induttivo)

n+1

2 K=
k=1

n3
Zkz + (n+1)? >?—|—(n—|—1)2

1
:—(n + 3n” + 6n + 3)

3
completo il cubo
(comp
1
:§((n—|—1)3—3n2—3n—1—|—3n2—|—6n—|—3)
1 n+ 1)3
== (n+1)3+£3n+22 . 3)

-~

>0

Manolo Venturin
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Esercizio 3
(disuguaglianza di Bernoulli)

Siaxz € Rex > —1.Usando il principio di induzione dimostrare che

Soluzione (passo base)

Pern = 0,si ha
14+z)=1>140-2=1

cherisulta vera perogniz > —1

Manolo Venturin
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Esercizio 3

Soluzione (passo induttivo)

(1+2)"" = (1 +2)"(1+ )
(usando 'ipotesi induttiva si ha)
> (14 nx)(1+ x)
> 1+ z + nx + nz’
(n € un naturale e z? un termine positivo per cui nz? > 0 quindi)
>1+zx+nx
>14+(n+ 1)z

Manolo Venturin
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Esercizio 4

Usando il principio di induzione dimostrare che

(suggerimento: induzionesus = n + k)

Soluzione (passo base)

Das=n+ kes=0sihan =k = 0 quindi

(1) = (o) =

Manolo Venturin



Esercizio 4

Usando il principio di induzione dimostrare che

(1) <

(suggerimento: induzionesus = n + k)

Nota:

Useremo il principio di induzione nella seconda forma

Soluzione (passo induttivo)

Sia k < n. Dobbiamo dimostrare che (Z) € Nconcons + 1 =n+ ksapendo peripotesi
induttiva che (7) € Ncons =n + k

]; / Manolo Venturin
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Esercizio 4

Dalla formula

si ha

e nt+k=s-+1
en—1+(k—-1)=n+k—-2=s5-1
en—1+k=nt+k—-1=s

Quindi, per l'ipotesi induttiva abbiamo che (Zj) c Ne (";1

Essendo (Z) la somma di due naturali @ ancora un naturale.

) eN

Manolo Venturin



Esercizio 5

Siap > 1. Usando il principio di induzione dimostrare che

Nota: Questa diseguaglianza sara chiara quando faremo gli integrali

Suggerimento:

e Perla prima diseguaglianza usare lo sviluppo del binomio di Newton applicato a
(n + 1)P™! e arrestato ai primi due termini

p—1
* Perla seconda diseguaglianza usare:a? — b” = (a — b) Y a*t?*~1 e poi dividere per
k=0
(n + 1)+
Q / Manolo Venturin



Esercizio 5

Soluzione (passo base)

Pern = 1 le diseguaglianze diventano

= 1p+1

p+1

1
1
<ka — < — <1
k=0 p+1

cheeveraperp > 1

Manolo Venturin
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Esercizio 5

Soluzione (passo induttivo): prima diseguaglianza (premessa)

Osserviamo che

(n+ 1P =n?* + (p+ 1)n® + Py1(n)

dove P,_1(n) € un polinomio in . di grado p — 1 e sempre positivo, i.e.

Pp—]_('nz) > O

Quindi si ha

(n+ 1P > pP™ + (p+ Dnf —

Manolo Venturin
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Esercizio 5

Soluzione (passo induttivo): prima diseguaglianza

n

k=

n—1
K= K +n
0 k=0

(passo induttivo)
np+1

p+1
(diseguaglianza precedente)

(n + 1)t
p+1

<

+ n”

<

Manolo Venturin
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Esercizio 5

Soluzione (passo induttivo): seconda diseguaglianza

p—1
Dallaformula a? — b = (a — b) 3_ a*b**! ericordando che 0 < "= < 1siha

k=0

p
(n 1 1)p+1 o np+1 _ Z(n 4 1)knp—k:
k=0

divido e moltiplico per (n + 1)?

= p(n+1)p( = )pk <

— n+1

da cui

(n+ 1P — 't < (p+1)(n+ 1P —

M=

Manolo Venturin
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Esercizio 5

Soluzione (passo induttivo): seconda diseguaglianza

n+1 n
SR =3 R (0t 1y
k=0 k=0

(passo induttivo)
np+1

> + (n+ 1)?

p+1
(diseguaglianza precedente)

(n + 1)p+1

>
p+1

Manolo Venturin






