Integrale improprio
con il log

(Integrale improprio) Calcolo integrale
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Proprieta

logaritmo / esponenziale

Siaa € Rea > 0 (potenza positiva), allora

e “|’espondenziale vince verso la potenza”, i.e.

633

lim — =400 :
r——+oo ¢

e “Illogaritmo perde verso la potenza”, i.e.

lim 292)

r—+oo ¢

—0 ,

lim & — 0
r——+o0o *
[
lim °9(2) = 400

r—0" g2
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Esempio 1

Dire per quali valoridi 5 € R e finito il seguente integrale

Soluzione

Con la sostituzioneu = logz <= e% =z (du = L dr <= e%du = dz)siha

oz

+o0 1 +0o0 1 +o0 _u
/ —dw:/ —-e“du:/ ©
e (log x)” 1 ub . b

che (essendo la funzione integranda positiva e crescente, tendente a +o00) si ha che
I’'integrale non converge per nessun valore di 5
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Esempio 1

Riasssumendo

L'integrale

—+00 1
/ dx
e (logz)f

non converge per nessun valore di 8
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Esempio 2

Dire per quali valoridi a € R é finito il seguente integrale

Nota

Per studiare la convergenza di questo integrale prendiamo come riferimento la funzione
1

T
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Esempio 2

Soluzione

Siaa > 1.Sea =1+ 2¢ perune > 0 con

l
m 99 _ o e s o
r—+oo I
allora AM > 0tale che
l
og(x) .

.’138

e quindi si ha

/JFOO log x Je — /M log x dm+/+°° log x
1 T 1 T M T

\ 7
Vo

finito

dx
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Esempio 2

Orapera =14 2¢ > 1siha

+00 ] +00 ] +00 1
/ ngdw</ 10gw dwé/ dx
Mz M T M Tt

che risulta convergente (esponente maggiore di 1)

Quindi l'integrale I converge per ognia > 1
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Esempio 2

Siaa <1.Sea=1—2¢perune > 0siha

lim «° -log(z) =400 , Ve>0

r——+00

allora dM > 0tale che
zlog(x) > 1

e quindi si ha

+00 M +00
| | |
/ ogaa: dr = / 08 T d:r;—|—/ 08 T dx
1 x 1 x“ M x*

\ 7
v

finito
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Esempio 2

Orapera=1—2¢ < 1siha

+00 ] +00 €] +00 1
/ 08 ¥ dw}/ < 1ngd:v>/ dx
M M T e Mo TE

che risulta divergente (esponente minore di 1)

Quindi lintegrale I diverge perognia < 1
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Esempio 2

Pera = 1 si ha

400 1 +00 1 1 ~+00
/ B 4r = / logz - —dz = [— logz(a:)] = 400
1 1 1

L

Quindi lintegrale I diverge pera =1

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esempio 2

Riasssumendo

L'integrale

—+00
|
/ og T g
1 x*

converge perognia > 1

Nota: Per questo integrale era possibile calcolare la primitiva mediante integrazione per
parti
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Esempio 3

Dire per quali valoridi 5 € R e finito il seguente integrale

Nota: Il meno tra parentesi garantisce che l'integranda & sempre positiva (quindi
I’'integrale converge o diverge)!
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Esempio 3

Soluzione

In questo caso riusciamo a calcolare una primitiva

1 : 1 —log(—logz) sepf=1
de = (u=—logz, du= —— dz) = — [ —du = ¢ (C1ga)""
z(— log z)” = se B # 1

Caso: 8 =1

1

2 1 L
dr = lim [~ log(—1 =
[ o iogay e = Jim - log-loga)li = +oo

Quindi lintegrale non converge
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Esempio 3

Caso: B # 1
/é R, [(— log z)" ” ] P (log2)'?  (~logt)'”
0 :I:(—log:c)ﬁ t—07" 6—1 ) 6—1 6—1
dove, pert — 0" il termine
—logt)' "
( ;g_ )1 —0 <— 1—-8<0

l.e. 'integrale converge sse

1-08<0 < (>1
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Esempio 3

Riasssumendo

L'integrale

dx

N
N =
p—t

z(—log z)”

converge per 8 > 1

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esempio 4

Dire per quali valoridi 8 € R e finito il seguente integrale

Nota:

e Lafunzioneintegranda e sempre positiva quindi l’'integrale converge o diverge

e Due strategie risolutive (calcolo diretto / sostituzione)
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Esempio 4

Soluzione (metodo 1)

In questo caso riusciamo a calcolare una primitiva

1 : 1 log(logz) sef=1
de = (u=1logz, du= — dz) = [ —du = { (oga)"*
z(log z)” — se 8 # 1

Caso: 8 =1

+00
1 : t
dr = lim [log(logx)], = +o0
/2 w(logw)ﬁ t—+o0 2

Quindi lintegrale non converge
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Esempio 4

Caso: B # 1
- _ _
/+°° 1 Ir — lim [(logw)1 5] _ (logt)" P y (log 2)" P
> z(logz)” e 1-p ) 1-p 1-p
dove, pert — +oc il termine
logt)' "
(Olg_)ﬁ 0 = 1-8<0

l.e. 'integrale converge sse

1-08<0 <— [B>1
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Esempio 4

Soluzione (metodo 2)

Con il cambio di variabile u = % si ha

e r— — — U
u
o dz = — L du
e perr =2 — u= -
e perz — +o00 =— u— 07
Quindi si ha
1

+00 0" =
/ ! dr = / - : (_iz) du = / ! du
> z(logz)” 5 % (— log uw)” u 0t u(—logu)’

che dall’esempio precedente n.3 sappiamo che converge per 5 > 1
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Esempio 4

Riasssumendo

L'integrale

+00
/ : dx
> z(logz)’

convergeper 3 > 1
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Esempio 5

Dire per quali valoridia, 8 € R e finito 'integrale

Soluzione

Nota:

e Seguiamo l'idea dell’esempion. 2

e |[caso @ = 1 lo abbiamo risolto all’esempio n. 4, e convergesse § > 1
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Esempio 5

Sea >1ee >0etalechea > 1+ ealloradM > 0Otaleche

1 1
<

z*(log x
e quindi

e |’integrale a secondo membro € convergente (esponenziale maggiore stretto di 1)

e di conseguenza per confronto 'integrale di partenza € convergente
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Esempio 5

Sea<lee > 0etalechea <1 — calloradM > 0taleche

1 1
2 (log z)” z'~°

e quindi

e |’integrale a secondo membro e divergente (esponenziale minore stretto di 1)

e di conseguenza per confronto 'integrale di partenza e divergente
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Esempio 5

Riasssumendo

L'integrale

converge sse

e o> 1eperognif
e a=1ep>1

/2+OO % (

log x)

dzx

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esempio 6

Dire per quali valoridi a, B € R efinito Uintegrale

Soluzione

Con il cambio di variabile u = é con

ex=L1—y!l con dr=-Ldu
U u2

eperz=, = wu=2 eper z—-0" — u— +oo

’'integrale diventa
% 2 +00
/ - da::/ - (—%) du:/ - du
0 z%(—logz)” +oo u=%(log u)” u 2wt )’
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Esempio 6

Quindi, dall’esempio precedente n. 5

+00 1
/ du
> w2 (logu)’

converge sse

e 2—a>1(a<1)eperognip
e 2—a=1(a=1)ef>1
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Esempio 6

Riasssumendo

L'integrale

dx

o\
|
p—t

2 (— log z)”
converge sse

e o < 1eperognip
ea=1ef>1
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