Integrale improprio su
Intervallo illimitato

(Integrale improprio) Calcolo integrale
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Integrale improprio su intervalli
illimitati

Sianoa € Re f(x): |a, +00) — R una funzione localmente integrabile. Se esiste

lim f; f(x) dz poniamo

t——+00

Tre casi possibili. Diremo che

1. f ammette integrale improprio, e quindi convergente su |a, +00), se il limite esiste
finito
2. integrale di f diverge positivamente o negativamente se il limite vale +00 0 —o0

3. l'integrale improprio di f oscilla (o non esiste) se il limite non esiste
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Esempi
1. 1+°° e * dx é convergente perché
+00
/ e “dr = [—e_‘”]foo — e !
1

2. f1+°° % dz é divergente perché

+oo 1
/ ~dr = [Inz|{* +-00
.z

3. [" cos x dz & oscillante perché

+00
/ coszdr = [sinz],> € [-1,1]
0

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Casi simili

1. Analoga definizione per il caso (—o0, a

2.Seildominiodi f & (—oo, +00) allora 'integrale & convergente sse € convergente in
(—o0, xp] ein zg, +00) per un zo opportuno

3.Seildominiodi f € [a, +00) \ {xo} allora 'integrale & convergente sse & convergente in
la, zo), (20, b] €in [b, +00) conb > =z

 dove [a, ) e (zo, b] sono da trattare come integrali impropri su un intervallo
limitato
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Teorema

Se f € una funzione positiva e localmente integrabile su [a, +00), allora il suo integrale
improprio o converge o diverge (i.e. non puo oscillare)

Quindi, se f e una funzione positiva e 1_1}3(1 f(z) =¢> 00 1_1}3{1 f(z) = +o0, allora

+00
[ f(z) dx e divergente
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Teorema: convergenza degli
infinitesimi fondamentali

Dimostrazione

e ) t 1 [Inx]t se a =1
/ — dx = lim —dx = lim
1 e t—+oo J; X to+oo | — Y, se aFl
o {2, e 12 =
oo [ Tt o ° a7 —— se a>1
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Interpretazione grafica

Dall’esempio precedente risulta che non e sufficiente che f sia infinitesima a +oo affiché
sia convergente l'integrale improprio, infatti:

+00 1
/ —dx = +00
1

x
Quindi
e ['area dell’iperbole equilatera e

divergente

e ['area di una funzione potenza al di
sopra dell’iperbole equilatera e
divergente

e ['area di una funzione potenza al di sotto
dell’iperbole equilatera e convergente
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