Integrale improprio su
Intervallo limitato
e criteri di confronto

(Integrale improprio) Calcolo integrale
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Donazione
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Criteri di confronto

Studio della convergenza dell’integrale improprio (senza il calcolo della primitiva che
potrebbe non essere possibile)

Tipi di convergenza:

e Assoluta convergenza (per le funzioni a segno alterno): lezione precedente
e Criterio del confronto per funzioni a segno costante
= Criterio del confronto asintotico

m Criterio dell’ordine di infinito
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Criteri di confronto

Premessa

Se f:|a,b) — R non negativa allora l'integrale improprio fab f(x) dx o converge o diverge
positivamente

Teorema

Siano f e g due funzioni localmente integrabili su [a, b) t.c. per ogni
x € [a,b).Allora

Inoltre,

* se fab f(x) dz diverge, allora fab g(x) dx diverge
* se fab g(x) dx converge, allora fab f(x) dx converge
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Criterio del confronto asintotico

Teorema Sia f localmente integrabile su x € |a, b) ed esiste £ = 0 (importantissimo) tale
cheperx — b~ siabbia

Allora

1
(b—z)"

g fab f(x) dx diverge sse fab (b—la:)a dx divergessea > 1

. fab f(x) dz converge sse fab dx convergesse a < 1

Nota:

e Simile discorso per 'intervallo apertoinz = a

e Sirichiede di saper sviluppare una funzione in serie di Taylor e (R BN



Esempio 1

Studiare la convergenza di

Soluzione

La funzione

1 1

fe) = 22— 4z +3 (x —1)(x — 3)

e efinitainx = 2 e continuain (2, 3)

e perx — 3~ siha f(z) —» —o0
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Esempio 1

Perx — 3~ siha

1
1 : : . (z-1)(z-3)
f(z) ~ 2z — 3 infatti xlf?— . =1

2(z—3)"

1
2(z—3)
asintotico)

non e integrabile (& = 1 > 1) e quindi neanche I lo & (in base al confronto

1

Si potrebbe osservare che la funzione € sempre negativa e quindi 'integrale diverge a —oo
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Esempio 2

Studiare la convergenza di

Soluzione

La funzione

e efinitainz = 0 e continuain [0, 1)

e perz — 1~ siha f(z) = 400
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Esempio 2

Perx — 1~ siha
|
v2(1 — x)%

< 1) e quindi anche I lo € (in base al confronto asintotico)

f(z) ~

che e integrabile (a = %
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Esempio 3

Studiare la convergenza di

Soluzione
Nell’intervallo |[—1, 1] la funzione integranda ¢ illimitata solo per z = 0

Perz — Osihal — cosx = %m2 + O(z*) da cui

1 1 V2
vI—cosz 3%1‘2 3

che per il criterio del confronto asintotico € integrabile in un intorno dello zero (
o = % < 1)

Quindi I e integrabile
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Richiamo (simboli di Landau)

Se g(xo) # 0 nell’interno di o, si ha

e 0-piccolo:
f(z) = o(g(z)) perz — 9y <= lim f(2) =0
T—1 g(gj)
e O-grande:
f(z) = O(g(z)) perx — zy <= lim /(@) =/eR

e g(x)

e equivalenza asintotica:

f(z) ~ g(z) perx — ©y <= lim /@) =1

T—T g(gp)
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Principali sviluppi asintotici

clog(l+2z) = z— 2 +Z — ...+ (=1)"1Z 4 o(z)
3 5 (_1)” n n

e sinz = z— 5 + 5 — —I—(2n+1)!m2 4 o(z* 1)
e cosz = 1— ';—,2 + Z—? — - ((;:L;! " + o(z?1)
Otanx:w+%3+2li5+ + o(z°)
. N R (=1)" on41 on+1

arctanz = z — 5 + T + 577 + o(z*")
* (1+z)* = 1+az+ Q(Z!—l) ? 4+ a(a_l)“n'!(a_nﬂ) " + o(z")
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Principali sviluppi asintotici
Quindi, perxz — 0:

e’ ~1+x+ o(z)

e” ~ 1+ z+ O(z?)
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