Integrale improprio su
Intervallo limitato

(Integrale improprio) Calcolo integrale
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Definizione del problema

Sviluppo della teoria per Uintervallo |a, b) con

e Dominio di f limitato: ad esempio |a, b)

 fnon limitata: ad esempio perz — b~ siha f(z) — oo

Definizione
Una funzione f: [a,b) — R si dice localmente integrabile su |a, b) se & integrabile in
ogni suo sotto-intervallo |c, d]
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Integrale improprio di funzioni
continue non limitate

Sia f: [a,b) — R una funzione localmente integrabile su [a, b) tale che esista finito il
limite:
t

lim f(x) dx

t—=b Jq

allora si dice che f(x) ammette integrale improprio (convergente) su [a, b] e si scrive

b t
/ f(z)dx = lim f(z) dx
a t—=b" Ja
Diremo che

e integrale di f diverge positivamente o negativamente se il limite vale +0c0 0 —o0

e |’integrale improprio di f oscilla o non esiste se il limite non esiste
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Casi simili
1. Analoga definizione peril caso (a, b]

2.Seildominio di f € (a, b) allora 'integrale e convergente sse € convergente in (a, x| e
in [xg, b) perun zy opportuno

3.Seildominiodi f € [a, b] \ {x0} allora 'integrale & convergente sse & convergente in
[a, wo) ein (xo, b]

4. Analogo discorso se f ha un numero finito di discontinuita
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Esempio

Per la funzione rappresentata in figura bisogna studiare il comportamento dell’integrale in

e r = a:estremo sinistro (da destra)
e © — x(: punto interno dove l'integranda non e definita e vale (+00)

e inx = bnon c’e bisogno di studiare il comportamento perché ha un valore finito
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Relazioni con le funzioni continue e
limitate

Teorema
Se f:|a,b] — R continuain |a, b) e limitatain z = ballora f ha integrale improprio
convergente e quest’ultimo coincide con il suo valore di Riemann

Casi possibili:

1. f continua prolungabile con continuita (ipotesi del teorema verificate) e quindi si
conclude che lintegrale e convergente

2. f continua con limite all’estremo limitato (ipotesi del teorema verificate) e quindi si
conclude che lintegrale e convergente

3. Se f continua con limite all’estremo non esistente (ipotesi del teorema non verificate)

I’'integrale puo essere sia convergente che divergente
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Esempio 1

Studiare la convergenza di

Soluzione

Sia f(z) = ®2£.Siha

e feéecontinuainz € (0, 7

e lim f(x) =1

r—0"

e ¢ una funzione prolungabile con
continuitainz = 0

Le ipotese del teorema sono verificate per cui possiamo concludere che lintegrale e

convergente
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Esempio 2

Studiare la convergenza di

Soluzione
Sia f(x) = sin (+). Siha

e fécontinuainz € (0, 1]

e lim f(x) € [—1, 1] e quindi limitato

x—0"

Le ipotese del teorema sono verificate per cui possiamo concludere che lintegrale e
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Esempio 3

Studiare la convergenza di

Soluzione
Sia f(x) = + cos (+). Siha

e fécontinuainz € (0, 1]
e non esiste lim f(x)

x—0"

Quindi non possiamo applicare il teorema
precedente per dedurre che l'integrale e
convergente

Dobbiamo procedere per altra via
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Esempio 3

Usando la definizione di integrale improprio, e integrando per particonu = —x e

v’:—icos( ) SE

$2
1 1 1 1
/ lcos (l) dr = / —T [%cos (l)} dr = [—wsin (l)] —|—/ sin (l) dx
;T x ; x x T/ |y t 2
. e o1
= —sinl +t¢tsin| — | + sin | — | dz
t . 43

Passando al limite pert — 07, si ha

e lim tsm(t) =0

t—07"

e dall’esempio 2 si ha che fo sin (1) dz & convergente

Quindi, fol % COS (%) dx converge a: —sin 1 + fol sin (%) dz
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Esempio 4

Studiare la convergenza di

Soluzione

Sia f(z) = = cos (£).Siha

T &
e fécontinuainz € (0, 1]

e nonesiste lim f(x)
z—0"

e quindi non possiamo applicare il
teorema precedente per dedurre che
’'integrale e convergente

Dobbiamo procedere per altra via
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Esempio 4

Usando la definizione di integrale improprio, e calcolando direttamente l’integrale si ha

L] 1 . (1\]" , . (1
—cos| — |dex = —|sin| — = —sinl +sin | —
¢ x? T z )|, t
Passando al limite pert — 07, si ha

e sin (;) €indefinito

Quindi, 'integrale improprio f01 iz COS (%) dx e indeterminato (cmq non convergente)

Z
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Integrali fondamentali
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Teorema: convergenza degli infiniti
fondamentali

Si ha

Dimostrazione

L1 L1 {[lna:]i se a =1

e dr = lll’I}L e de = lllfr}r 1 l—a

. —Int se =1
- 0 ﬁ(l—tl_"‘) se a# 1
{—I—oo se a > 1
= 1

— se a<1
11—«
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Integrale da destra e da sinistra

1 1
/ ! dw:/ iada:
o (1—ux) 0o T

Per dimostrarlo basta applicare la sostituzione

*t=1—z = dt=—dx
e sex=0 — t=1

e sex=1 — t=0

e invertire gli estremi di integrazione
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Integrale da destra e da sinistra
(generico)

b 1 1
/ . dr ~ / - dr ~ / ia dx
o (b—x)° o (I—a) o &

b 1 1
/ : dr ~ / : dr ~ / ia dx
o (z—a) o (z—0) 0 T

Questi integrali convergono se a < 1 edivergonosea > 1
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