Teorema fondamentale
del calcolo integrale
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Proprieta dell’integrale definito

Iniziamo a vedere alcune proprieta dell’integrale definito.

Se f e integrale su |a, b], allora

e feéintegrabile in ogni suo sotto-intervallo

e | f| &integrabilesu |a, b]

Poniamo

/abf(a:)dw _ —/baf(a:)dm

/Cf(a;) dz =0, Veelab
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Proprieta dell’integrale definito

Linearita

Perognia, B € R,siha

/ab (af(z) + By(z)) dx = a/abf(m) dm+ﬁng(w) iz

Additivita rispetto all’intervallo di integrazione

/abf(:n)da: _ /acf(:n)der/be(x)d:c

Sec € (a,b),siha
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Proprieta dell’integrale definito

Positivita

b
Se f(x) > 0 perognix € [a, b, si ha: / f(z)dx >0

Confronto

b b
Se f(x) < g(z) perognix € |a, b], si ha: / f(x) dr < / 9(z) dz

Confronto con il modulo (maggiorazione)

[ @l < [ 11 aa
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Teorema fondamentale del calcolo
Integrale
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Legame tra primitiva e integrale

Il teorema fondamentale del calcolo integrale:

e trasforma il calcolo dell’integrale definito in una differenza di primitive

e permette di calcolare facilmente gli integrali definiti

Se vi piace iscrivetevi al canale, mettete un mi piace o lasciate un commento
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Teorema fondamentale
del calcolo integrale

Sia f(«) una funzione continua nell’intervallo chiuso I = |a, b] e sia F'(z) una sua
primitiva. Allora si ha

Nota:

Se abbiamo f(z) = F'(z), allora possiamo scrivere

/ F'(z) dz = [F(2)]. = F(b) - F(a)
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Area della parabola

Ricordiamo che se f € positiva allora l'integrale rappresenta [’area del trapezoide
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Area della parabola
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Integrazione per parti

Teorema

Nel caso degli integrali definiti, la formula di integrazione per parti diviene:

b b
/ F(2)g (@) de = [f(2)g(@)] - / ) s
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Integrazione per sostituzione

Teorema

Nel caso degli integrali definiti, la formula di integrazione per sostituzione diventa:

¢(b) b
/ F () dr = / F(6(8)(2) dt
¢(a) a

dove f e continuain ¢, d], ¢: [a,b] — [c, d] € derivabile con derivata continua

Nota: Esistono diverse varianti, qui ne viene proposta una sola!

Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Integrazione per sostituzione

Nelle applicazioni

Se la funzione ¢ ¢ invertibile, con x = ¢(t), allora si ha
b ¢~ (b) /
JECEEEY BN CORCE
a o Ha

dove si presuppone che lintegrale di destinazione sia piu facile di quello di partenza

Gli estremi cambiano nel seguente modo:

e quandoz =a = t=¢ '(a)
e quandoz =b =— t=¢ 1(b)
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Esempio

Calcolare

Soluzione

Utilizzando la sostituzionet = /z, si ha

o dt = %ﬁ dz o equivalentemente 2t dt = dz

2 [ 72
° - T — — e
L 4 L 4 2

Quindi, l'integrale diventa

T2

1 (7 . 1 [z , T
= 5/ sm\/acda: = /—/ Atsintdt = / tsintdt
0
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Esempio

: : : L u =t, u =1
Integriamo per parti [ ¢ sin ¢ dt attraverso la sostituzione | _
v =sint, v = —cost

Si ha

s

3 @ 7
I:/ tsintdt = [—tcost]; —l—/ costdt
0 0

= (—g -0+0-1) + [sin#]?

= 041-0 = 1
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Osservazione

Il teorema fondamentale richiede che la funzione f si continua.

Quindi affermare che
2 2
1 1 1 1
/—2 7 . [ CB} 9 2 i —

Questo perché la funzione integranda = ¢ discontinua in z = 0.

T2

non ha senso!

Nota: Questo integrale lo vedremo in dettaglio quando parleremo degli integrali
generalizzati!
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Funzioni integrabili non
QEnENCE ERIE

Ecco un elenco di funzioni continue nel loro dominio di definizione che non ammettono
primitiva esprimibile in termini di funzioni elementari
v sin COS T 5  sSinx COS & Inx

. 2
(& — S11 & COS T
) CE’ - y - ) y y 72 y 22 y ].—|—ZB,

Nota:

e Sono tutte funzioni continue e quindi integrabili!

e L’integrale definito si dovra calcolare, salvo casi eccezionali, numericamente attraverso
una procedura di approssimazione
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