Integrale (di Riemann)

(Integrale definito) Calcolo integrale
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Introduzione

La definizione di integrale che daremo segue i passi precedenti, ovvero come il limite di

una somma

1. Definiamo lintegrale per le funzioni a
scala (rettangoli)

2. Se f @ una funzione limitata, allora la
possiamo approssimare attraverso delle
funzioni a scala dall’alto e dal basso

3. Eseguiamo 'operazione di passaggio al
limite

Nota: Esempio di approssimazone dal basso e

dall’alto
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Ipotesi sulla funzione

Nel seguito, supponiamo che f sia una funzione limitata su un intervallo limitato |a, b]

Definizione
Una funzione f: |a, b] — R sidice limitata, se esiste un M tale che
—M < fle) <M

Esempio di funz. limitata _
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Definizione di trapezoide

Si chiama trapezoide di f su |a, b] la parte la parte di piano contenuta nella striscia
verticale a < = < bedelimitata dallecurvey = 0 ey = f(z), formalmente

Trap = {(z,y) €R%:z € [a,b], 0 <y < f(z) V f(z) <y <0}

Trapezoide (positivo e negativo) Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Suddivisione

Una suddivisione (o partizione) S = {xo, z1, ..., zn}di|a,b] étaleche

a=x0 <1< ...Tn1<xTp, =0b

Si dice ampiezza | S| della suddivisione la massima ampiezza degli intervalli in cui viene
suddiviso l'intervallo [a, b], i.e.

S| = max{x; —xi—1:i=1, 2, ..., n}

Suddivisione
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Funzione a scala

Una funzione f: |a, b] — R e detta funzione a scala se esiste una suddivisione di
la, b] in n sotto-intervalli tale che f & costante su ogni sotto-intervallo, i.e.

f(x) =c, Vx € (zk, Trt1)

Nota: Nei punti xx la funzione f puo assumere un qualsiasi valore reale finito, non
necessariamente coincidente con quello che lo precedente o segue

Esempio di funzione a scala
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Funzione a scala (proprieta)

Si ha

e Ognifunzione f: [a,b] — R limitata
possiede delle funzioni a scala superiori
ed inferiori

scala sup.

e Ad esempio, queste funzioni a scala
possono essere le costanti definite dai :
maggioranti e dai minoranti dell’insieme funz.|
delle Immag|n| di f scala inf.

min.

e Se f &non ¢ limitata questi maggioranti Esm pie el el sel
non esistono
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Somma di Cauchy-Riemann

Siano datiipunti(; € [z, xj11]
Diremo che

n

(&) (xj1 — ;)

J=0

e una somma di Riemann di f sulla suddivisione S
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Somma di Cauchy-Riemann

Note:

e Se f e positiva, questa somma rappresenta l’area della funzione a scala che approssima
la funzione

e Se f e qualunque allora diremo che ¢ 'integrale della funzione

Funz. a scala come area se f € positiva ,
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Somma superiore e inferiore
di Cauchy-Riemann

Miglioriamo la somma per una partizione
data

Somma superiore
2(f,8) =) [ sup f(w)] (Tjr1 — ;)

j=0 (5% 541]

Somma inferiore

S(1.8) =3 | jnt $@)] e - )

=0 TE|T,Tj41]

Somma superiore e inferiore di Riemann

Nota: Ogni somma di Riemann relativaa .S € compresatra X/(f,S) e X" (f,S)  manoloventurin (cc Bv-Nc-ND)



Raffinamento di una suddivisione

Diciamo che una suddivisione T' @ un raffinamento della suddivisione S se T contiene
tutti i punti di suddivisione di S,ovvero S C T

Risultato del raffinamento

2'(f,8) < X'(£,T)

2'(f,8) 2 2'(f,T)

Raffinando, la somma inferiore cresce,
mentre la somma superiore decresce

Effetto del raffinamento Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Integrale inferiore e superiore

Definiamo gli integrali

I’(f)zsng’(f,S) e [I'(f) = mfX"(£,5)

Si ha:
e Se f épositiva allora I’ ( f) rappresenta la migliore appross. dal basso dell’area della

funzione

e Se f epositiva allora I ( f) rappresenta la migliore appross. dall’alto dell’area della
funzione

 Sidimostra che gliintegrali I'(f) e I"(f) non dipendono dalla partizione S
e Sihasempre:I'(f) < I"(f)
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Integrale (di Riemann)

Definizione Sia f: |a, b] — R una funzione limitata.
Diremo che f ¢ integrabile (secondo Riemann)in [a,b] se I = I'(f) = I" (f).
In tal caso poniamo

/abf(a:)da::I

Nota:

e Ilsimbolo fab f(x) dz viene letto l'integrale definito di f(«x) rispettoad x dax = a a
x=0b

e Lefunzioni Riemann integrali, dette anche R-integrabili in [a, b], si indicano con
R |a, b]

e Se f > Oalloral’integrale rappresenta ’area del trapezoide Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)






