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(Integrale difficile)
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Donazione

Se apprezzi le mie slide, considera di fare
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Esercizio

Calcolare

1
I:/ dx
1+ x4

con semplificazione dell’espressione finale

Se vi piace iscrivetevi al canale, mettete un mi piace o lasciate un commento
Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Esercizio

Calcolare

1
I:/ dx
14+ 24

con semplificazione dell’espressione finale

Soluzione (linee guida)

e Bisogna scrivere 1 4+ z* come prodotto di polimomi di grado al piu 2 (fratti semplici)

e 1+ z* = 0 non ha radici reali quindi si fattorizza in due polinomi di grado 2
(irriducibili)

e L’integrazione di un polinomio di grado 2 irriducibile produrra una primitiva con
I’arcotangente e una eventuale con il logaritmo

e Dovranno poi essere sommate le soluzione con i logaritmi e semplificate le espressioni

)
con | arCOtangente Manolo Venturin (CC BY-NC-ND)



Fattorizzazione del denominatore

Diverse strategie possibili:

1. uguagliando la scomposizione 1 + z* = (a; + bz + c12?)(as + bax + cox?)

2. utilizzando i numeri complessil + z* =0 = z* = —1 e utilizzare le radice 4
dell’unita riordinando poi i prodotti in nomo opportuno

3. compleare il quadrato e utilizzare il prodotto notevole a* — b* = (a — b)(a + b)

Scegliendo la terza strada si ha

1+2* = 142 +22° — 22 = (1 +2°)° — 227
(14 2% — 2z2)(1 + 2° + +/22)
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Scomposizione in fratti semplici

Dobbiamo ricercare la seguente scomposizione

1 1
1+ (1 — 2z + 22)(1 + 2z + 22)
Ax + B o Cx+ D

1—+v2x+22 1+ 422+ 22
(Az + B)(1 + 2z + 2?) + (Cz + D)(1 — v/2zx + z?)

14 x4
(A4 0)* 4+ (AV2+ B-CV2+ D)2’ 4+ (A+ Bv2+C — Dv2)z + (B+ D)
_ 14 x4
da cui il sistema da risolvere
(A+C =0
AV2+B—-CvV/2+ D=0 { 1 | 1 1}
— {A=—— B=-,0=—,D==
<A+B\/§+C—Dx/§=0 24/2 2 24/2 2
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Scomposizione in fratti semplici

DE!
1 B Ax + B i Cz+ D
1+ a4 (1 -2z +2%) (1++2z+ 2?)
con
{A:_L,BZE,C:L7D:1}
24/2 2 24/2 2
si ha

1 —Lz+ 2 z+ -
/ dx / 2v2 d:z:+/ 2f dx
1+t 1 — 2z + z2 1+\fa:+w

24/2 1—fa:—|—w

_ 1 z — /2 zf/ T+ /2

1+ v2x + x2

dx
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Contributo del logaritmo e della
arcotangente

f1+1x e = 2f/1—f:c+az2 2f/1+m\;;€m2d

4 /

1
Dal momento che compare la x a numeratore isolo il contributo del log da quello della
arctan

dr = L 2z — 2v/2 dx

2f/1—fa;+x2 42 J 1 — 2z + 2

/2:1:— — 2
= dx
4f 1—\/_33—1—:132

/ 2w— T 1/ 1 p
= XI — I
4f 1—fa:+a; 4 | 1 —+/2¢ + x2
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Contributo del logaritmo e della
arcotangente

f1+1x e = 2f/1—f:c+az2 2f/1+m\;;€m2d

4 /

T

Dal momento che compare la x a numeratore isolo il contributo del log da quello della
arctan

1 T + /2 1 2 + 2+/2
I, = de = —— dx
2f 1 + 2z + 22 42 J 1+ 2z + 2
/ (22 4+ 1/2) +\f
4f 1+ 12z + x2

2r + /2 1 1
— der + — dx
4\/5 1+ 2z + 22 4 /] 1+ 2z + 22
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Integrale da risolvere

1 2r — /2 1 1
dr = dex + — dx
1+ 24 4f 1—\/_:13+a: 4) 1—+/2z+ 22

7 \ . 7

I

2m+f | 1
dr + — dx
4f 1+\Fm+az 4 ) 1+ 2z + z2

4 \ 4

Ip
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Integrazione dei terminiAeC

Da

2:r;— 1
o [, = / der = — log (1 — /22 + 22
A 4f 1—f:1;+:1: 42 g ( V2 )

2z + /2 1 )
o [ = —/ dr = log (1 + /22 + =
“ T 42 ) 1+ V2 + 22 4/2 8 )

1 1+ /2 + 22

Irs+ 1 = lo —
IV Rl F S 3

ﬁlog‘1+\/§x+x2
1 — 2z + 22
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Integrazione del termine B

Dobbiamo scrivere il termine quadrato come somma di due termini quadratici di cui il
primo deve essere 1

Da
41— 2z +a*] = 4[(:13—?)2—%4@ =4 §+(:c—§)2] = 2 1+2(m—%>2] = 2|1+ (v2z = 1)’]
si ha
IB:l/ - dw:l/ - 2dzc: 1/ V2 zdx
4J 1—+2z+ a2 2J 14+ (V2z —1) 2v2J 14 (vV2z —1)
= garctan(\/?x—l)
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Integrazione del termine D

Dobbiamo scrivere il termine quadrato come somma di due termini quadratici di cui il
primo deve essere 1

Da

4142z +2%] = 4 =4 5

(m+§)2_1+1 1+2(m+ﬁ>2] :2[1—|—(ﬁsc—|—1)2}

;@4)1

siha
ID:1/ - dwzlf - dwzlf V2 dz
4J 142z + 22 2J 14 (Vo +1)° 2v2J 14 (Vaz +1)°
2
= %arctan(\/?x—i—l)
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Semplificazione del termine B+D

2 2
Ip+Ip = %arctan(\/ﬁw—l) + %arctan(\/iw—l—l)

Ora, ricordando che

a—I—ﬂ)

arctan o + arctan § = arctan
1 — ap

si ha

4

V2z —1++2z+1 ): \f ( 2:1:)

" antan
Ig +Ip = —— arctan —— arctan
1— (v2x —1)(v2z + 1)

1 — x2
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Soluzione finale

L'integrale
I=(Iy+Ic)+ (I + Ip)

diventa

I =

Qlo ’1+ﬂm+x2
8

g + ﬂacta ( 2:13)
— ar n
1 — 2z + 22 4 1—2?
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