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Dimostrazione delle
proprieta del modulo

Numeri complessi
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Indice (corso Analisi Matematica 1)

Dimostrazioni relative al modulo

l.z=0sse|z| =0

2. |z w| = |2 - |w]

3Se27é0allora‘1‘ ‘

4,.Sew # 0 allora 1—‘ = ||—

5.Re(z) < [Re(2)| < |2],Im(z) < [Im(2)] < |2[ e |2| < [Re(z)| + [Im(z)
6. |z + w| < |z| + |w| (disuguaglianza triangolare)

7.||z] — |w| | < |z — w| (disuguaglianza triangolare inversa)
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Donazione

Se apprezzi le mie slide, considera di fare
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Dimostrazioni
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Proprieta del modulo 1

Dimostrare che z = 0sse|z| = 0

Dimostrazione
Caso: —

Sez=0=0+ 0¢alloral0+ 0i| =0

Caso: <—
Se|z| = 0alloraa? + b =0

La somma di due quadrati e zero solamente se entrambi i quadrati sono zero, quindi
a =0eb = 0,dacuilatesi
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Proprieta del modulo 2

Dimostrare che

2 w| = 2| - Jwl

Dimostrazione

Siaz=a+bitew = c+ dt, allora
z-w = (a+bi)-(c+di) = (ac— bd) + (bc + ad)i

e quindi

2] - Jw| = Va® +b° -/t +d* = \/(a2 +b%) - (c® +d?)
= a’c® +b%d? + a’d® + b°c* = a’c® + b d*> —2abed + a*d® + b*c*+2abed
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)* = |z- w|
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Proprieta del modulo 3

Dimostrazione

Da|z|* = z- Z si ha

da cui

Dimostrare che se z ## 0 allora
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Proprieta del modulo 4

Dimostrare che se w # 0 allora

z| _ A
wl  |wl
Dimostrazione
Sew # 0siha
i — z.w_l‘
w
= |z| - 'w_l‘
1
= |2] - |w|
_ A
w|
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Proprieta del modulo 5

Dimostrare che

1. Re(z) < |Re(2)
2.Im(2) < [Im(z2)

| <
| <
3. |2| < [Re(2)| + [Im(2)|

Dimostrazione

Siaz = a + bt allora

Re(z) = a<la] = va® <+Va° +b° = |7

Im(2) = b< |b| = VB < Va2 +b = |2

1 o dacuile prime due tesi Manolo Venturin
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Proprieta del modulo 5

DE!
a® + b2 < (|a| + [b]))? = a® + b + 2a| |b)
segue che
2l = Va® + 8 < la| + [b] = [Re(2)| + [Im(2)]
da cui la tesi
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Proprieta del modulo 6

Dimostrare (disuguaglianza triangolare) che

2+ w| < |2 + [w

Dimostrazione

Ricordiamo che

1.2+ z = 2Re(z2)
2.Re(2) < |7
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Proprieta del modulo 6

Si ha

z+w|® = (z4+w) - (z4+w) =2z + (7w + zw) + ww
— 2> + (20 + zw) + |w|?
(usando z + z = 2 Re(z) si ha)
— |2|° + 2Re(zw) + |wl|®
(usando Re(z) < |z| siha)
< |2 + 2 |2w| + |w|?
= |2” + 22| jw] + Jw|’
2
= (J2] + wl)

Essendo i moduli |z + w/|, || e |w| positivi segue la disuguaglianza |z + w| < |z| + |w|
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Proprieta del modulo 7

Dimostrare (disuguaglianza triangolare inversa) che

|2l = |wl | < [z — wl

Dimostrazione

Dalla disuguaglianza triangolare si ha

2| = [(z —w) +w| < [z —w| + |w] =

w| = [(w = 2) + 2| < |w—2[+]z] = |z —w| + ]2

2| = w| < |z —w

—
—

w| =z < |z —w
2| = [w] > — |z —w
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Proprieta del modulo 7

da cui

{lzl—!w|<lz—w\

2] — Jw| > — |z — v z—w| < 2] = Jw| < |2 — w)

= |2l = |wl | < |z — v

Nota: Ricordiamoche [z| < a <= -—a
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