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Il principio di induzione
(funzioni trascendenti)

Complementi — parte 1
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Indice (corso Analisi Matematica 1)

Usando il principio di induzione dimostrare che

l.log(l4+n) <npern>1

2.\/2+\/2+---—|—\/2—|—\/§:2cos(z7f+1)pern>1

sin (2" )

sesinz £ 0en > 1

o AN |  /, ] ] °© o o o o n 1
3.cosx - cos (2x) COS (2 a:) = Siem g
sin (—72‘ x)-sin ( i) o

- )se:c%Oen>1

4.sinzx + sin (2z) + - - - + sin (nz) =

o @
Sin 9

5.|sin (nx)| < n|sinz|perognin € Nex € R

6.(1—%)-(1—%) ----- (1—%)<%pern>l
1 3 (2n—1) 1
751 5 < il e’n/].

Gli esercizi sono molto difficili (in ordine di difficolta); gli esercizi 3 e 4 sono molto laboriosi
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Esercizi

Manolo Venturin



Esercizio 1

Usando il principio di induzione dimostrare che

perognin € Nen > 1

Suggerimento

b
log (a + b) = log (a (1+ —)) — log a + log (1+ 2)
a a
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Esercizio 1

Soluzione (passo base)

Per n = 1 dobbiamo dimostrare che
log(l1+1)<1 <= log2<1
Ricordando che '’esponenziali € una funzione crescente si ha

log2 <1 «— 2<el=2718---

cherisulta vera
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Esercizio 1

Soluzione (passo induttivo)

log (14 n+ 1) = log ((n—|—1) (1+

(passo induttivo)

< n + log

/

< n + log2
(dal passo base)

<n-+log2 < n+1
N——

<1

1+

o
n+1

)) — log (n+1) + log (1+

n+1

N——
<1
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Esercizio 2

Usando il principio di induzione dimostrare che

perognin € N,n > 1 (somma eseguita n volte sotto radice).

Suggerimento
Utilizzare:

e cos(2a) = cos?a —sin*a = 2cos?a — 1
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Esercizio 2

Jre e

Soluzione (passo base)

Pern = 1siha

V2 = 2cos

2+\/22(:os<

74

2n+1

)
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Esercizio 2

Soluzione (passo induttivo)

Indicato con a,, ’espressione fino ad n si ha

An+1 = /2 + ap

:

(ipotesi induttiva)

— 242 i
= + 2 cos e

(identita trigonometrica)
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Esercizio 3

Usando il principio di induzione dimostrare che, se sin x ## 0 allora

perognin € N,n > 1.

Suggerimento

Utilizzare:

e sin(2z) = 2-sinz - cosz
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Esercizio 3

Soluzione (passo base)

Pern = 1siha

1
e I] cos (257'z) = cos (2" 'z) = cosw
k=1

sin (2'z) __ sin (2z)

21 Sin T 2 SiIl xr

le due espressioni sono uguali in quanto

2 -sinx - cosz = sin (2z)
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Esercizio 3

Soluzione (passo induttivo)

i_[ cos (2k_1w) = [ﬁ cos (2k1w)] - cos (2"x)

k=1 k=1
(ipotesi induttiva)
sin (2"x)
= Srsme  c(2'2)

(duplicazione angolo)
1 sin (2 - 2"z)

2 2"sinzx
sin (2”“:1:)

2"+l gin o
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Esercizio 4

Usando il principio di induzione dimostrare che, se  # 0 allora

perognin € N,n > 1.

Suggerimento

Utilizzare:

e 2sinasin 8 = cos (a — B) — cos (a + B) (formula di Werner)

. ot e .
® cosa — cos 8 = —2sin Tﬂ sin —— (prostaferesi)
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Esercizio 4

Soluzione (passo base)
Pern = 1siha

e Y sin(kx) =sinz
k=1

sin <%x>-sin <(1J2rl) x)

sin =
2

° = sin &

e le due espressioni sono uguali
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Esercizio 4

Soluzione (passo induttivo)

n+1 n

Z sin (kx) = Z sin (kz) + sin ((n + 1)z)

k=1 k=1
(ipotesi induttiva)

. n . (n+1)
sin (2) - sin (22
= — + sin ((n + 1))
S11 )
sin (ga:) - sin ( (n—2|—1) :1:) + sin ((n + 1)z)

o a7
- S1n
S 2

S
SlIl2
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Esercizio 4

Soluzione (passo induttivo)

n+1 sin (?:c) - sin < (nzl) a:) + sin ((n + 1)z) - sin 5
Z sin (kz) = ——
—1 Sin 0)
(usando Werner)
cos (%az — (ngl) a:) — cos (g:c + (ngl) m) +cos ((n+ 1)z —

) —cos ((n+ 1)z + 3)

o a0
2 sin 5

cos (5:13) — cos (na: — %) -+ cos (n:c u %) — cos (na: + %:c)

—_

T
2s1n2

COS (%a}) — COS (naz —+ %a})

S
251112
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Esercizio 4

Soluzione (passo induttivo)

n—+1

Z sin (kx) =
k=1

COS (

1

Eaz) — COS (nx + %a:)

T
2sm2

(usando prostaferesi)

—

. %m—l—nx—l—%w . -
S1n ) - S1n

E:E—n:v— 51’

2

,

T
2 sin 5
. nrt2r . —nr—=x
Sin Sin 5
s T
Sin 5

sin

2

(n+2)z sin (n+1)z

2

o T
mn —
S 2
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Esercizio 5

Usando il principio di induzione dimostrare che

perognin € Nexz € R

Suggerimento

Utilizzare:

* sin(a + ) = sinacos 8 + cosasin
e Disuguaglinza triangolare relativa ai moduli

* |cos(-)| <1
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Esercizio 5

Soluzione (passo base)

Pern = 0si ha

e [sin(0-z)| = |sin0| = 0

e 0-|sinz| =0

quindi vale = e la disequazione ¢ verificata
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Esercizio 5

Soluzione (passo induttivo)

sin ((n + 1)z)| = | sin (nz + z)|
(formula di addizione)
= | sin (nx) - cos @ + cos (nx) - sin x|
(disug. triangolare)
< | sin (nz) - cos z| + | cos (nx) - sin z|
= | sin (nz)| - | cos z| + | cos (nz)| - | sinz|
(maggiorazione del coseno)
< |sin(nz)|-1+1-|sinz|
(ipotesi induttiva)

< nlsinz|+ |sinz|] = (n+ 1)|sinx|
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Esercizio 6

Usando il principio di induzione dimostrare che

perogniperognin € N,n > 2,

Suggerimento

Partendo da (n — 1)2 > 0en > 2dimostrare che
n > 4/n+1

ed utilizzare questa formula nella parte induttiva
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Esercizio 6

Soluzione (passo base)

Pern = 2si ha

Dobbiamo verificare che (semplificando e poi elevando al quadrato e semplificando)

oo - . 41
V2 o2 V2 2 V2 o 2

che quindi e verificata

]; / Manolo Venturin
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Esercizio 6

Disuguaglinza utile

DE!
(n—1°>0 <= n’*—2n+1>0
en > 2siha

n >2n—-1>n+n -1 >n+2-1>n+1
e

Essendo la radice quadrata una funzione crescente si ha

n>n+1 = n>n+1
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Esercizio 6

Soluzione (passo induttivo)

¢ 3)-[i

k=2 k=2

(1- ;ze)] (1= o

(ipotesi induttiva)

(1_¢n1+1) - % (\/’:/nizl)

(razionalizzando e semplificando)

2

< — -

n2

2

2

n
2
n

)

(\/n—l—l—l) vn+1+1 2 (n—l—l—l
vn+1 vn+1+1 n? NCES
1 - 2
vn+1-(y/n+1+41) nn+1) +nyn+1

)
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Esercizio 6

Soluzione (passo induttivo)

n+1 1 9
lg (1_ﬁ) ) n(n+1)+nyn+1
(n>4yn+1>1)
2

nn+1)++/n+Iyn+1
2

nn+1)+ (n+1)
2

(n+1)°
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Esercizio 7

Usando il principio di induzione dimostrare che

perogniperognin € N,n > 1.

Suggerimento

Linee guida:

usare ipotesi induttiva
sistemare il numeratore facendo comparire 1

unica radice al denominatore

sviluppare il termine sotto-radice e dare una maggiorazione
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Esercizio 7

Soluzione (passo base)

Pern = 1 dobbiamo dimostrare che

1

I

k=1

che e verificata

0 7

2k—1

1

1

<
v3-1+1

1

Yz

1
2

—

(Y

/N

DN | =
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Esercizio 7

Soluzione (passo induttivo)

ﬁ 2k —1) [ﬁ (2k — 1)] (2n 4 1)
- 2k 1 2k 2n + 2
(ipotesi induttiva)
1 . (2n + 1)
VIn+1 2n+2
(sistemiamo il numeratore facendo comparire 1)
1 (2n + 1)

— 3n+1. 1
\/ (2n—|— 1) (1 + 2n+1)

<

(unica radice)
1

o \/(3n+1)-(1+ﬁ)2
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Esercizio 7

Vediamo una stima del termine sotto radice

(3n—|—1)-(1—|—

2n +

1

)2(3n—|—1)—|—2

3n +1 3n +1
2n+1  (2n+ 1)
2n+1)+n (2n+1)+n
2n + 1 (2n + 1)?
n 1 n

=3n+1)+2

=3n+1)+2+4+2 +
( ) 2n + 1 (2n + 1)

2n + 1 n
2n+1  (2n + 1)2

—(Bn+1)+2+1+

=3n+1)+2+

(2n + 1)?

\ 7
-~

>0

(3n+1)+3

>
>3(n+1)+1

(2n + 1)?
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Esercizio 7

Si ha
n+1
2k — 1
157
2

k=1 1

(usando la stima precedente)
1

<

V3m 1) +1
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